574
ULIL ALBAB : Jurnal Ilmiah Multidisiplin
Vol.3, No.8, Juli 2024

Bilangan Kromatik Lokasi Graf P(m,1) Dengan Satu Lintasan Pada
Sisi Luar

Agus lrawan?, Sri Ipnuwati?, I1fan Fadilah®
L2Sjstem Informasi, Fakultas Teknologi dan llmu Komputer, Institut Bakti Nusantara
3SMKS Nurul Huda Pringsewu
E-mail: agusirawan814@gmail.com?, nengachie@gmail.com?, ifanfadilahrf@gmail.com®

Article History: Abstract: Penelitian ini membahas bilangan kromatik
Received: 04 Juli 2024 lokasi graf Petersen diperumum dengan satu lintasan
Revised: 22 Juli 2024 pada sisi luar. Metode yang digunakan dimulai
Accepted: 24 Juli 2024 dengan mendefinisikan dan notasi graf Petersen

diperumum dengan satu lintasan pada sisi luar
dinotasikan dengan P(lm,l), menentukan batas bawah

Keywords: bilangan dari P, ), dan menentukan batas atas dari P(, .
k_romatlkloka5|, graf, satu Hasil penelitian menunjukkan bilangan kromatik
lintasan lokasi yang valid untuk graf Petersen diperumum

dengan satu lintasan pada sisi luar yaitu 4 untuk n
ganjil dan 5 untuk n genap. Penelitian ini diharapkan
dapat memberikan kontribusi pada pengembangan
teori graf dan aplikasinya.

PENDAHULUAN

Pada tahun 2002 (Chartrand et al., 2002) memperkenalkan bilangan kromatik lokasi graf.
Konsep ini menggabungkan pewarnaan titik pada graf dengan konsep dimensi partisi graf.
Pewarnaan titik pada graf adalah proses pemberian warna ke semua titik-titik pada graf dengan
aturan bahwa setiap titik yang bertetangga harus memiliki warna yang berbeda. Jumlah warna
minimum yang diperlukan untuk pewarnaan titik pada graf disebut bilangan kromatik lokasi, yang
dinotasikan dengan x; (H). Selanjutnya pada graf lintasan, graf siklus, graf bintang ganda juga telah
ditentukan bilangan kromatik lokasinya. Pada pohon berorde m > 5 yang mempunyai bilangan
kromatik lokasi r jika dan hanya jika r € (3,4, ..., m — 2, m); karakterisasi graf berorde m dengan
bilangan kromatik lokasinya m, yaitu graf multipartit. Lebih dari itu juga telah dikarakterisasi graf
dengan bilangan kromatik lokasinya m — 1 dan beberapa graf dengan bilangan kromatik lokasinya
terbatas di atas oleh m — 2. (Chartrand et al., 2003).

Selanjutnya telah ditentukan bilangan kromatik lokasi dari graf grid, perkalian kartesian
untuk lintasan dan graf lengkap, serta perkalian kartesian dari dua buah graf lengkap (Behtoei &
Omoomi, 2016). Beberapa peneliti telah melakukan kajian mengenai bilangan kromatik lokasi dan
bebrapa hasil operasinya, diantaranya bilangan kromatik lokasi pada graf graf origami ( Irawan, et
al., 2021)bilangan kromatik lokasi operasi barbel graf origami (Irawan et al., 2021), bilangan
kromatik lokasi subdivisi dari operasi barbel tertentu graf origami (Irawan, et al., 2021), bilangan
kromatik lokasi graf origami dengan satu lintasan pada sisi luar (Irawan et al., 2022) dan bilangan
kromatik lokasi operasi tertentu graf origami (Asmiati et al., 2023).

Penentuan bilangan kromatik lokasi pada graf masih menjadi topik yang menarik hingga
saat ini. Banyak kajian telah dilakukan dalam bidang ini, termasuk penentuan bilangan kromatik
lokasi untuk berbagai kelas graf tertentu, karakterisasi graf berdasarkan bilangan kromatik lokasi
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yang spesifik, serta penentuan bilangan kromatik lokasi untuk hasil operasi dari graf tertentu. Pada
graf Petersen diperumum juga telah ditentukan bilangan kromatik lokasinya (Asmiati et al., 2017),
hasil operasi tertentu graf Petersen diperumum sP,,y (Irawan et al., 2020), operasi baru graf
Petersen diperumum Np,y, 1) (Irawan & Istiani, 2024). Tujuan dari penelitian ini adalah melakukan
perluasan dari bilangan kromatik lokasi graf Petersen diperumum dengan menentukan bilangan
kromatik lokasi graf Petersen diperumum dengan satu lintasan pada sisi luar, sehingga dapat
mempertahankan bilangan kromatik lokasinya.

LANDASAN TEORI
Berikut ini diberikan definisi yang diperlukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :

Definisi 2.1. (Chartrand et al., 2002) Misalkan e suatu pewarnaan titik pada graf H dengan
e(u) # e(v) untuk u dan v yang bertetangga di H. Misalkan E; himpunan titik — titik yang diberi
warna j , yang selanjutnya disebut kelas warna, maka IT = {E,, E,, ..., E,-} adalah himpunan yang
terdiri dari kelas — kelas warna dari V(H). Kode warna e;;(v) dari v adalah r-pasang terurut
(d(v,E;),d(v,E,), ..., d(v,E,)) dengan d(v, E;) = min {d(v, x)|x € EJ} untuk 1 < j < k. Jika
setiap H mempunyai kode warna yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi H. Banyaknya
warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari H,
dan dinotasikan dengan y; (H).

Definisi 2.2. (Watkins, 1969) Misalkan {u4, u,, ..., u,,} banyaknya titik luar dan {vy,v,, ..., v;,}
adalah titik dalam untuk m > 3. Graf Petersen diperumum Pg,x, m=3 dan 1<k <
|[(m —1)/2], 1 < j < m merupakan graf yang memiliki 2n titik {u;} U {v;}, dan sisi {u;v;;,} U
{vjvj+k} V) {UJU]}

Berikut ini Teorema dasar untuk menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi. Definisikan
N (v) sebagai himpunan yang berisi semua titik yang menjadi tetangga di v.

Teorema 2.1. (Chartrand et al., 2002) Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung
G. Jika u dan v adalah dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga d(u, w) = d(v, w) untuk
setiap w € V(G) — {u, v}, maka c(u) # c(v). Secara khusus, jika u dan v titik — titik yang tidak
bertetangga di G sedemikian sehingga N (u) # N(v), maka c(u) # c(v).

Teorema 2.2. (Asmiati et al., 2017) Bilangan kromatik lokasi graf Petersen diperumum P(m, 1),
untuk m > 3 adalah 4 untuk m ganjil dan 5 untuk m genap.

METODE PENELITIAN
Secara umum, metode yang digunakan untuk menentukan bilangan kromatik dari graf Petersen
yang diperluas dengan satu lintasan pada sisi luar adalah sebagai berikut:

Langakah 1

Mendefinisikan graf P/, ;,, sebagai berikut :

Definisi 3.1. Misalkan graf Petersen diperumum dengan satu lintasan pada sisi luar dinotasikan
dengan Pl untuk m >3 adalah graf dengan V(P(l,.y) ={v;,v;1; :j € [1,m]} and
E(P(lmll)):{ujujﬂ, VjVjy1,] € [1,m—1]} U {u,uq, vv1} U {ujvj,ujlj :j €[1,m]}.

Berikut ini diberikan ilustrasi dari graf Petersen diperumun dengan satu lintasan pada sisi luar.
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Gambar 1. Graf Petersen diperumum dengan satu lintasan pada sisi luar

Langkah 2
Mengidentifikasi kelas-kelas warna dari P(lm,l) melalui pendekatan bilangan kromatik lokasi graf.

Langkah 3

Menentukan batas bawah dari P,

Langlkah 4

Menentukan batas atas dari bilangan kromatik lokasi pada P(,, ;.

Langkah 5
Merumuskan hasil yang diperoleh dalam bentuk teorema dan membuktikannya.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bagian ini akan dibahas tentang bilangan kromatik lokasi graf P(lm‘l). Misalkan graf Petersen

diperumum dengan satu lintasan pada sisi luar dinotasikan dengan P(lm‘l), untuk m > 3 adalah
graf dengan V (Pl 1)) = {v, v, 1 : j € [1,m]} dan E (Pl 17)={wtjs1, VjVjsq,j € [1Lm — 1]} U
{umuq, v v1} U {wv, ul; 1 j € [1,m]}.

Teorema 4.1. XL(P(lm,l)) = 4,untuk m ganjil, m > 3
Bukti. Pertama akan ditentukan batas bawah dari Pg,, ;y untuk m ganjil, m = 3, karena graf Pg,,
memuat graf P(m, 1) maka berdasarkan Teorema 2.2 x;,(Pl,1)) = 4-

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas dari ditunjukan bahwa P(lm'l) untuk m ganjil, m > 3, untuk
menunjukan bahwa (P(lmll)) < 4, pandang pewarnaan lokasi berikut :
1, untukj=1
e(uj) =<2, untukjganjil,j =3
3, untukj genap,j = 2
3, untukj ganjil,j <m—2
e(vj) =42, untukjgenap,j=m-—1
3, untukj=m
_ (3, untukj ganjil
e(lj) = {2 untuk j genap
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Kode warnanya dari semua titik pada V(P(lm,l)) untuk m ganjil, m > 3:

( ji—1,

m—j+1,

en() = 1 i1

en(vy) = 1

en(}) = 1

\ 1,

komponen ke — 1,j € [1,mTH]
komponen ke —1,j € [mTH,m]
komponen ke — 4,j € [mTH,m]

komponen ke — 4,j € [1,mT_1]
komponen ke — 3, genap j = 2
komponen ke — 2, j ganjilj = 3

lainnya. ]
komponen ke —1,j € 1,mT+1
komponen ke — 1,j € _mTH,m]

komponen ke — 4,j € [1,mT_1]
komponen ke — 4,j € -mTH,m]
komponen ke — 3,j ganjilj > 1

komponen ke — 2, j genap j = 2

lainnya. ]
komponen ke —1,j € 1,mT+1
komponen ke —1,j € _mTH,m]

komponen ke — 4,j € _1,mT_1
[m+1 ]

komponen ke — 4,j € - m

komponen ke — 3, j gafljil,j >1
komponen ke — 2, j genap, j = 2
lainnya.

Karena kode warna dari semua titk berbeda, maka e adalah pewarnaan lokasi pada P, ;) untuk m
ganjil, m > 3. Jadi XL(P(lm,l)) < 4,untuk m ganjil, m > 3.m

Teorema 4.2. x, (P(lm,l)) = 5,untuk m genap,m > 4
Bukti. Pertama akan ditentukan batas bawah dari P(,,, ,, untuk m genap, m > 4, karena graf P(,,
memuat graf P(m, 1) maka berdasarkan Teorema 2.2 x;,(P(,1)) = 5.

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas dari ditunjukan bahwa P(lm'l) untuk m genap, m = 4, untuk
menunjukan bahwa (P(lmll)) < 5, pandang pewarnaan lokasi berikut :

untuk j ganjil,j <m —1
untuk j genap,j <m — 2

untuk j ganjil,j <m—1
untuk j genap,j = m — 2

1, untukj=1
2'
e(uj) = 3,
5 j=m
3'
e(v;) =42
41

untuk j =m
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_ (3, untukj ganjil
e(lj )= {2 untuk j genap

Kode warnanya dari semua titik pada V(P(lm,l)) untuk m genap, m > 4 :

( j—1, komponen ke —1,j € [1,%]
m—j+1, komponenke—1,j€ [% + 1,m]
komponen ke — 4,j € [% +1, m]
j+1, komponen ke — 4,j € [1,mT_1]
o (u) _ ] 0, komponen ke — 3,j genap j = 2
M%7 = komponen ke — 2, j ganjil j > 3
j, komponen ke —5,j € [1,%]
m—j, komponen ke — 5,j € [% +1, m]
2, komponen ke —2, j =1
komponen ke — 3, j =n
1, lainnya. ]
J, komponen ke —1,j € 1,%]
m—j+2, komponenke—1,j€ % + 1,m]
J, komponen ke — 4,j € _1,%]
m-—j, komponen ke — 4,j € % +1, m]
en(v,) = 4 0, komponen ke — 3, ganjilj > 1
J komponen ke — 2, j genap j = 2
j+1, komponen ke — 5,j € [1,%]
m—j+1, komponenke—5,j€ [% + 1,m]
2, komponenke — 2, j =n
\ 1, lainnya. _
( J, komponen ke —1,j € 1,%]

m—j+2, komponenke-—1,j€ %+ 1,m]

j+2, komponen ke — 4,j € _1,%]

en(l) =4 m—j+2, komponenke—4,j€ _%+ 1,m]

0, komponen ke — 3, ganjil,j > 1
komponen ke — 2, j genap,j = 2
3, komponenke —2, j =1
\ 1, lainnya.

Karena kode warna dari semua titk berbeda, maka e adalah pewarnaan lokasi pada P(lmjl) untuk m
ganjil, m = 4. Jadi x; (P(,1y) < 5,untuk m genap,m = 4.m
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KESIMPULAN
Hasil yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut :
a) X1 (P(m1y) = 4, untuk m ganjil, m > 3
b) X1 (Pin,1y) = 5, untuk m genap, m > 4
Penelitian ini merupakan pengembangan yang dari penelitian sebelumnya (Asmiati et al., 2017);
(Irawan et al., 2020); (Irawan & Istiani, 2024) sehingga terlihat perluasan yang dapat dilakukan
dari graf Petersen diperumum, sehingga mempertahankan bilangan kromatik lokasinya.
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